‘A. XI OMABC NIiVEL 4

1) Sejam p e qdois numeros naturais tais que p >q >1. Mostre que se qé um divisor de p, entdo q < b
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2) Um nGmero natural é considerado SIMPATICO se for uma poténcia de 3; isto é, se pertencer ao
conjunto 43, 32 3%,... , ou puder ser escrito como soma de poténcias distintas de 3; por exemplo, os
nameros 9 =3? e 13=1+3+3? sdo simpaticos. Quantos nimeros simpaticos existem de 1 a 2014?
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3) Considere duas matrizes A e B quadradas de ordem 50 e definidas por:

1,sei<] -1,sei<]
a; = O,sei=j e bij= 0,sei=]
-1,sei>] 1,sei>]

onde a; e b, sdo os elementos da i-ésima linha e j-ésima coluna das matrizes A e B, respectivamente.
Determine:

a) O elemento c,da matriz C = ABj; ou seja, da matriz transposta do produto AB.

b) O determinante da matriz A.
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4) Para investigar o nimero de raizes reais de um polindmio P(x)=a, x" +a, ;X" +....+a, X +a,,

com coeficientes reais, existem algumas regras, que podem ser demonstradas. Entre elas, podemos citar:
Regra de Descartes: O numero de raizes reais positivas de P(x) nunca é maior que o nimero de trocas
de sinal na sequéncia de seus coeficientes nao nulos, e caso seja menor, entdo sera sempre por uma
diferenca par; além disso, como as raizes negativas de P(x) sdo as raizes positivas de P(-x), entdo a
mesma regra pode ser utilizada para investigar o numero de raizes negativas de P(x), Regra de Huat: Se

para algum indice k, 1<k <n-1, ocorrer a; <a,,a,,, entdo P(x) tera raizes complexas ndo reais.
Considerando estas duas regras, investigue o numero de raizes reais positivas, reais negativas e
complexas n&o reais do polindmio com coeficientes reais ndo nulos: P(x) = x* +p x3+ x2+qx —1, para
p no intervalo @,1 em funcéo dos coeficientes p e q.
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5) Considere quatro dados convencionais: um azul, um vermelho, um verde e um amarelo, em que cada
face contém de 1 a 6 pontos, sendo que cada face contém um nimero de pontos diferente das demais.
Lancando simultaneamente os quatro dados, quantas possibilidades existem em que a soma dos pontos
dos quatro dados seja igual a 14?
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6) Considere a sequéncia 2,%,5,1,8,%3,... , onde os termos de ordem impar formam uma progressdo

6
aritmética (PA) e os termos de ordem par formam uma progressio geométrica (PG). Seja f:N" > Q a

funcéo definida por: f(n)=a_, onde a, é 0 n-ésimo termo da sequéncia. Determine duas funcdes,
g:N">Q e h:N" —Q,tais que f(n) = g(n)+ €1 h(n), paratodo ne N".
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7) Mostre que paratodo x # ké keZ:

tg(x) +2tg@x +4tg €@x +8tg €x +16tg(16x) +32tg(32x) = cotg(x) — 64cotg (64x)
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8) Na figura abaixo, o triangulo ABC é retangulo em A, ADEF é um quadrado, o circulo maior é tangente
aos lados AB e BC do triangulo ABC e ao lado DE do quadrado, e circulo menor é tangente ao circulo
maior, ao lado BC do triangulo ABC e ao lado DE do quadrado.

A

Se os catetos do triangulo ABC medem, respectivamente, AB =4me AC =3m, determine a area do
circulo menor.
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